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Exercice 1

A.
1. Le point A d’affixe z = x + iy est sur I'axe des abscisses si Im(z) = 0.

Im(z) = 0 & y = 0. Donc la bonne réponse c’est b).

2. Lécriture exponentielle du nombre z = -1 + iV3.

2l = J(-1)? + (V3) =T+ 3 =i =2.

1 .
. cosf=—7 2n er .
Soit 8 un argument z. On a : N } =0 = <> Donc z = 2e 3 ainsi la bonne réponse est d).
sin f=-—
2

3. Soit z un nombre complexe dont un de ses arguments est 6.

arg(z?(1 + i) = arg(z?) + arg(1 + i) = 2 X arg(z) + arg(1 + i) = 26 + arg(1 + i) = 26 +%
car%est un argument de 1 + i donc un argument de z2(1 + i) est 20 +% . Par suite la bonne

réponse est c).

4. Soit z = cos G) +isin G) La forme algébrique de z29%% est :

o (@) (2 o050 = con () + 1 (D) = con (22 o (22

= cos(506m) + i sin(506m) = cos(0) + i sin(0) =1
Donc la bonne réponse est c).

B. Répondre par vraie ou faux aux affirmations suivantes.
a. Toute suite croissante et majorée converge. Vraie
b. Toute suite décroissante et majorée converge. Faux
c. Une suite arithmétique est décroissante si et seulement si sa raison est positive. Faux
d. Sigestunnombreréeltelque:—1<qg <1 alors lim q" =0. Vraie

n—-+oo
Exercice 2

P(2)=2z3—(5+1)z%+ (8—4i)z+4i—12.
1. a. Montrons que le polynéme P(z) admet une racine imaginaire pure que I'on déterminera.
Soit b un nombre réel.
bi est une racine de P(z) < P(bi) =0
e (bi)3— (G +i)bi)*+ (B —4))(bi)+4i—12=0
o —b3i—(5+D)(-b*>)+ (B8 —4))(bi)+4i—12=0
< —b3i+5b%+ib>+8bi+4b+4i—12=0
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& 5b%+4b— 12+ (=b3+b%2+8b+4)i=0
& 5b2+4b—12+ (—=b3+b*+8b+4)i=0
{ 5b24+4b—-12=0
—b3+b%2+8b+4=0
5b2+4b—12=0
A= 16 + 240 = 256 donc VA= 16
—4—-16 —20 —44+16 —12 6
b= =102 & b= =95""5
—(-2)2+(-2)>+8(-2)+4=8+4—-16+4=16—-16=0
( 6)3+< 6)2 (6)+ 216 36 48 216+180—1200 804

+8(—<)td=—t—=-——= -
5 5 5 125 25 5 125 125
b, = —2 vérifie la 2°™® équation du systéme tandis que b, — g ne vérifie pas la 2éme équation donc
b; = —2 estla solution du sytéme. Par suite b = —2. Ainsi —2i est la solution imaginaire pure de
P(2).

b. Résolvons dans C,1'équation P(z) = 0.
Comme —2i est une racine de P(z) alors on a le tableau suivant :

1 —5— | 8 — 4i —12 + 4i
| —2i l —2i —6+ 10i 12 — 4i
1 —5 —3i 2 + 6i 0

P(z) = (z+2)(z? = (5 +3i)z+ 2 + 6i)

P2)=0= (z+20)(z>—-(5+3))z+2+6i)=0
©z+2i=0o0uz?—-(5+3i)z+2+6i=0
oz=-2iouz?-—(5+3i)z+2+6i=0

A=[-(5+3D)]?—4x1x(2+60)
=254+30i—9—-8—24i
=8+ 6i

Déterminons les racines carrées de A.

Soit § = x + iy un nombre complexe tel que §% = A.

x2_y2=8 x2_y2=8

=N 2xy =6 = xy =3

iyt =gre ¥ +yr=10

En additionnant la 1% et 3°™ équation du systéme, on obtient : 2x? = 18.

2x’ =18 x*=9=x=3 ou x = -3.
x+y?2=10=2y?=10-x*=y?=10-9=y’=1oy=1ouy=—1.

xy =3 = xy > 0 = x et y sont de méme signe. Ainsisix = 3alorsy = 1 etsix = —3 alors
y = —1. Donc les racines carréesde Asont: 3 +i et —3 — 1.

o 5+3i+3+i _ 8+4i . 5+3i—3—i _ 2+2i .

Ainsiona:z; = > == =4+2ietz,= > —T—1+l.

P(z)=0=z=—-2iouz=4+2iouz=1+I.

|Sc={-2i;4+2i;1+i}]

2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; 1 ; ¥), on considére les points
A(=2i); B(A+i); CM4+20) et I(2).
a. Vérifions que I est le milieu du segment [AC].

Zp+Z, —20+4+2i 4 -
Az ¢ = —— = =2 =z donc] est le milieu du segment [AC].

b. Plagons les points A, B, C et I dans le repére.

10 janvier 202/ 8PYNNEE

oa

B



-3 =2 =1

o
=)

3. a.CaIcquns|M.

Zc—Zp
Zyg—zg| | —2i—1—-i| |-1-3i _|—1—3i|_w/(—1)2+(—3)2_\/10_1
ze—zgl |4+2i—1—i 3+i | B+il  V3dZ+1z = V10
Zp — Zp
NLE—— |
Zr— Zp

c. Déduisons-en la nature du triangle ABC.

- BA : A\ .
2478 | =1 <=L =1 BA =BC < ABC estun triangle isocele en B.
Zc—2Zp BC

4. Soit D le symétrique de B par rapport au point .
a. Déterminons l'affixe Zp du point D.

D est le symétrique de B par rapport au point [ & ID =Bl & Zp =25 S Zp —Z1 = Z] — Zp

(:)ZDZZI+ZI—ZB<:>ZD=ZZI—ZB<:>ZD=2X2—1—ic>ZD=3—i. .

b. Montronsque £ €iR*.
Zy—z¢  —2—4— 21_—4 4 —22+2)) 2420 (2+20)(1+10)
Zg—zp 14+i—-3+i -2+2i -2(1-i) 1-i @{A-DA+1)
2+2i+2i-2 4

=—=2i
1+1 2
2477 — i donc ZAEC g R*.
Zp—Zp Zp=2p

c. Déduisons-en que le quadrilatéere ABCD est un losange.
Comme le point I est le milieu des segments [AC] et [BD] alors le quadrilatere ABCD a ses diagonales

N o ; Z
de méme milieu donc c’est un parallélogramme. De plus M € iR* autrement dit les droites
—Zp

(AC) et (BD) sont perpendiculaires. En somme ABCD est un parallélogramme dont ses diagonales
sont perpendiculaires ; donc c’est un losange. Ainsi ABCD est un losange.

Exercice 3
1+x

Soit h la fonction définie sur [—1; +oo[ par h(x) = —~

1. Etudions les variations de h.
Dh = [—1, +OO[,
h est dérivable sur]—1; +oo[etona:

(1+x l 1
h'(x) = JE \/21?=4\/§ donc h(x)—41:_x.

h'(x) > 0 pour tout x €] — 1; +oo[, donc h est strictement croissante sur cet intervalle.

h(—1) =0 et lim h(x) = +oo.
xX—+00
10 janvier 2024 3/11

g

B



h'(x)

h(x)

+ oo

N | =

u0=

2. Soit (uy,) la suite définie par : {

Upt+1 = h(un)

a. Montrons que pourtoutn € Nyona: 0 <u, <u,;1 <1
1y V3
= ) = h(3) = 5

1 3
0< > < - <1 0<uy<u; <1doncla propriété est vraie au premier rang.

Supposons que la propriété est vraie au rang n (avec n > 0) c'est-a-dire 0 < u, < Uy < 1.
Montrons que la propriété est vraie au rang n + 1 c’est-a-dire 0 < upq < Upyo < 1.
D’aprés I’hypotheése de récurrenceona: 0 <u, <u,;1 <1
0<u, <ups <1 h(0) < h(u,) < h(uyye1) < h(1) car h est croissante.

V2

4:7<un+1<un+2<1

< 0 < upysq < Upyo < 1doncla propriété est vraie au rangn + 1.
D’apreés le principe de récurrenceona: 0 < u, < u,,; <1 pourtoutn € N.
b. Déduisons-en que la suite (u,) est convergente et déterminons sa limite.
0 <uy <upyr <1=u, <u,y pourtoutn € Ndonc la suite (u,) ey €st strictement croissante.
0 <uy <upyr <1=u, <1pourtoutn € N donc la suite (u,) ey €St majorée par 1.
La suite (U, )nen €St croissante et majorée donc elle converge vers un réel | qui est une solution de
I’équation h(x) = x.

1+x
hx)=x & 3 =Xx
1+x )
= =
> x

S 2x2—x—1=0
A=1+8=9
1-3 1 . 1+3 1
X1 =— = ——= e Xy = — =
L7g 2 2T 4
Comme (up)nen €St une suite convergente a termes positifs donc elle converge vers un réel positif.

Par suite [ = 1. Donc (u,),ey COnverge vers 1.
¢. Montrons que pour tout x € [—%; +oo[, |h'(x)| < %
1 1
X € [_E; too[ = x = 5
=1+x2>1 —%

S14+x2>

2
1+x 1
& > =
2 4

1+ x 1

2 —

2 4
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1+x 1

= > —

2 2

1+x 4

=4 ==

2 2
1+ x

S 4 >2
2

1 1

& ——x
1+ x
42
1
(=>h’(x)§§

comme h’(x) est positive alors h(x) = |h'(x)| donc |h'(x)| < %
d. Démontrons en utilisant le théoréme de I'inégalité des accroissements finis, que pour
toutn € Nyona:|uy, — 1| < %Iun — 1.
h est dérivable sur [—% ; +oofetVx € [—% ; +oof, |h'(x)]| < % etdepluspourtout n €N, u, et

appartiennent a [— > +oo[ donc d’aprés le théoreme de l'inégalité des accroissements finis on a :

1 1
|h(un) _h(l)l < Elun - 1| = |un+1 - 1| < Elun - 1|-

i . 1 n+1
e. Déduisons-en que pour toutn € N,ona: |u, — 1| < (5) :

1
Pourtoutn € N,ona: |uy,.; — 1| < Elun —1].

1 iy — 1] 1

-11<= —-l]e———< -

e =1 < 5l — 1 &m0
lul_llﬁl
lug — 1] ~ 2
|u2_1|S1
lu; — 1] ~ 2
lus —1] 1
lu, — 1] ~ 2

|un—1 - 1| < l
|un—2 N 1| 2
|un |\ 1| < 1
|un—1 D) 1| 2
En faisant un produit membre a membre de ces n relations on obtient :
lug =11 Jup =11 Juz — 1 lup—y =11 Jup, -1 1 1 1

1
X X X. .. X X SoX=X=X... Xz
lup — 11 |us =11 fup — 1| lun—z =11 |up1 =172 2 2 2

_ n

- lu, — 1] s(l)
lug — 1| 2

n

1
o u, 1| S(E) o — 1|

1
=4 |un—1| S(E)

X

N =

n

11|
2
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| 1
(:>|un—1|S<—)

2) | 2
"' 1
n+1

= |un — 1| < (E)
c. Retrouvons la limite de la suite (u,).

n+1 n+1
Iun—lls(%) et lim (1) =0car—1<%< 1donc lim u, = 1.

n—+o \2 n-+oo
Probléeme

—x+1+ six €[1; +oof

1
Vx+3
x—%+ |x2 — 1| si x €] —o0;1]

Soit f(x) =

1. Justifions que le domaine de définition de f est Dy = R.

fl(x):—x+1+\/% six €[1; +oof

fz(x)=x—%+\/|x2—1| si x €] —oo; 1

filx)3 ssi x +3>0etx €[1; +oof

Posons

ssix > —3etx €[1; +oof
ssix €] —3;+oo[etx € [1; +oof
ssix €] —3;+o[N [1; +oof
ssi x € [1; +oo[

Dy, = [1; +oof

fo(x) Assi|x* = 1] 2 0 et x €] — o003 1|
ssix € Retx €] —oo; 1]
ssix E RN] —oo; 1]
ssix €] — o005 1]

Dy, =] — ;1]

Dy = Dy, U Dy, = [1;+00[U] — 00; 1[=] — 00; +00[= R [ D; =R

2. Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue.

*>-1=0=x*=1ox=-1oux=1.
X —co -1 + o
x:—1 + 0 —~ o +
|x? — 1| x? -1 | —x? 41 x? -1
P14 six € [1; +oof
—X six ; 400
Vvx+3

1
fx) = x—5+ -x2+1 sixe[-1;1]

1
x—o+ x?2—1 si x€]—oo0;—1]
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3. Etudions la continuité et la dérivabilité de f en —1 et 1.

La continuité en —1

1= 3
fD =3

1 1 3
: f — i 2 _ =—1——+ —1)2 — - — =
x—»llﬂ‘ (x) xl—}I—nl‘x 2 x 1 1 2 =D 1 2

li (x) = li 1+ 2+1 =-1 1+ -D2+1 = °

x—gnl’ff *) = xlzr}+x 2 x B 2 )
lirq_f(x) = liml+f(x) = f(—1) donc f est continue en —1.

xX—>— xX——

La continuité en 1

(1)—1

f=3

lim f(x) = lim x—i4VxZ+1=1-2+ —(1)%2+1 =1
x—-1" x-1" 2 2 2
. . 1 1 1

Nim f@) = lim —x+1+ =141+ 7=

lim f(x) = lim f(x) = f(1) donc f est continue en 1.
x—=1" x-1%

La dérivabilité de f en —1

—f(- X2 143 VxZ— VxZ—
lim f9OFED iy YT i YT i 1 Y
x—>—-1" x+1 x—-—1" x+1 x——1" x+1 x—>—1" x+1
2
o (Vx2-1)" . x¥=1 . (x—D(x+1) _ |, x—1
= A v I M v T T v A s
xgr_nl_x—lz—Z i x—1 lm 14 x—1
= lim ——=-0 = lim ——=-»
lirri_\/x2 -1=0% x>-174/x2 — 1 x>=17 x?—1
x——
lim f®fED
x—=1" x+1

Donc f n’est pas dérivable a gauche de —1. Par conséquence f n’est pas dérivable en —1. L'éléve
peut se limiter ici sans étudier la dérivabilité a droite de —1.

(Cf) admet une demi-tangente verticale orienté vers le haut a gauche de —1. (Uinterprétation n’est
pas obligatoire)

1 > 3
. x)—-f(-1) . X—otV—x2+1+7 . x+1+V—x2+1 . V—x2+1
lim L= lim —2%—2= |lim ———= lim 1+
x—>—1%1 x+1 x—->—-1" x+1 x—-—17% x+1 x—-—1*1 x+1
2
(V=xZ2+1)" . -x2+1 . —(x+1)(x—1) _ —(x—1)

= lim 1+

x——1% (x+1)V—x2+1 - xgl;nl"' lim 1+

1+ (x+1)V—x2+1 T oxoo1t V—x2+1

1+

(x+1)V-x2+1 - xl}r—nﬁ
JAim, — @ -1 =2 o —(x—1) | —(x—1)

= lim ——=—=40v= lim 1+ —==+w
lim /—-x2+1=0"% xo>-1%y/—x2 +1 x->—1* —x2+1

x-—1t

lim LOFCD _

-1t x+1

+o00 Donc f n’est pas dérivable a gauche de —1.

(Cf) admet une demi-tangente verticale orienté vers le haut a droite de —1. (L'interprétation n’est
pas obligatoire).
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La dérivabilité de f en 1.

- _l+\/_ 241 _1 _ — —
]imwzlimxz * z:th1+Vx+1=hm1+\/x+1
x> x-1 x—1" x-1 x-1" x=1 x—>1- x—1
2 2 _ B
= lim 1+ iy 41 g SeeDED) | G

xo1~ (x—1)V—-x2+1 x—>1- (x 1)V—x2+1 x—>1- (x—1)«/—x2+1 x—o1~ V-x2+1
lim —(x+1)=-2
x—-1"

= lim = = o = lim 1+ -
lim v—x2+1 =0" x-1"V—x2+1 X1~ VexZ+1
x—-1"

lim fOO-f) _
x—-1" x—1
en 1. L'éléve peut se limiter ici sans étudier la dérivabilité a droite de 1.

—oo Donc f n’est pas dérivable a gauche de 1. Par conséquent f n’est pas dérivable

(Cf) admet une demi-tangente verticale orientée vers le haut a gauche de 1. (LUinterprétation n’est
pas obligatoire).

- -x+1+ 1 1 —x+l+ 1 _
lim L@ _ iy T gy TS )y (S2XEDVAASH2
x—-1t x—1 x—-1t x-1 x—-1t x—1 xo1t  2(x-1) i3
[(=2x+DVa+3+2][(-2x+DVx+3-2] _ .. (- 2x+1)\/ﬁ) —(2)?

xlir% 2(x-D)Vx+3[(-2x+1)Vx+3-2] an11+ 2(x—DVx+3[(-2x+1)Vx+3-2]

(4x?—4x+1)(x+3)—4 4x3+8x2-11x—1

xl_>1+ 2(x—DVx+3[(—2x+ DV +3-2] xll)1+ 2(—Vx+3[(—2x+ DVx+3-2]

li (x—1)(4x2+12x+1) lim 4x%+12x+1 17
xg%2(x—1)\/x+3[(—2x+1)\/x+3—2] x_>1+2\/x+ 3[(-2x+1)Vx+3 2] 16

lim LO® _ 17 Donc f est dérivable a droite de 1 et f';(1) = s
xo1t  x-1 16 16°
La droite d’équation y = —1—Zx + 2 est une demi-tangente a (C; ) a droite de 1. (L'équation de la

demi-tangente n’est pas obligatoire).
4. Etudions les limites aux bornes de Dy.

[ [ R IR O e

llm f(x)— llm x——+\/x2 = lim

xX——00 (x—%)—\/xz 1 [ x—%—\/xz—l
i xz—x+i—x2+1 . —x+% ) x(—1+%) i —1+% -1 1
= hm ﬁ= hm ﬁ= llm —_— = llm ﬁ:EZ—E
x—>—oo 1 1 x——oo , 1 _1 X——00 _1 _1 xXx——oo , 1 1
x—>=lx| |1 2 x 2+x/1 2 x(l =t /1 x2> 1o+ 1=
. 1
lim f(x) =—=
xX—>—00 2
lim f(x —llm —x+14+—=—00 ‘ lim f(x) = —o0 ‘
x_>+°°f( ) VX+3 x—>+oof( )

5. a. Montrons que la droite d’équation y = —x + 1 est une asymptote oblique a (Cf) en +oo.

\/_ —(—x+1)= 11m —x+1+\[_+x—1
. 1 N . _ . .
= xl_l)IIlm\/m = 0; donc la droite d’équation y = —x + 1 est une asymptote oblique a (Cf) en +oo.
b. Précisons le comportement de (Cf) en —o
lim f(x) =— % donc la droite d’équation y = —%est une asymptote horizontale a (Cf) en —oo
X——00
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6. a. Calculons la fonction dérivée de f dans chacun des intervalles ou elle est dérivable.

f est dérivable sur ]1; +o[etona:

ox) = (— S N 1z A R SE 1
freo = ( x+1+ \/x+3) =-1+ (Vx+3)° =-1 2(x+3)Vx+3 (1 + 2(x+3)\/x+3)

f est dérivable sur] —1;1[ etona:

, _ 1 2 1 ! _ = . x _ V—x?+1-x
f (o) = (x 2 + x5+ 1) =1+ 2V—x2+1 1 V=xZ+1  V=x?+1

f est dérivable sur] —oo; —1[etona:

, _ 1 7 X VxZ—14x
f(x)—(x S+ Vx 1) —1+2_ 1+—x2_1— —
1 .
(— (1+m) SlXE]l, +00[
1 _ —x2+1-x . 1.
flx) = T SLX €]l -1;1]
Vx2—1+x

s S X €] —oo; —1[
b. Montrons que f'(x) est négative sur les intervalles | —oo ; —1[
&

positive sur ]—1 S

, [g;l[ et ]1; +oofet

Sur]1;+oo[ona f'(x) = — donc f'(x) est strictement négative sur cet

(1+ semms)

intervalle.

1. , _ V—x?+1-x
Sur | 1,1[onaf(x)——m.
f(x)<0<:>\/—_0(:)\/—x2 —x<0etx€]l-L1l[e&V—x*+1<x

x=0 x€ER

e -x?+1>0etx€]-1;1[={ xe[-1;1] etx€] —1;1]

—x2+1<x? —2x2+1<0

x€ER

N €[-11] etx€]- 11 oxe|- 1——] [*F 1] etx €] - 1;1]

e To[Eise
w e (o - e e 2o [

f(x)<051x€] 1; ——] [— 1[

Doncona:

f'(x) >0six € —g;g[
Sur] — oo —1[onaf(x)—\/f/—__:x.
f(x)<0<:>\/\/2x 0(:>(\/x2 +x<0etxe]—00—1[)

—x=0
(:»( x?2—-1<—x etxe]—w;—l[)@{xz—lzo et x € |—oo; —1[
x?—1<x?

x<0 X € |—o0; 0]
ﬁ{ x*—-1=0 etxe]—OO;—l[(z»{xe]—oo;—1]u[1;+oo[etxE]—OO;—l[
x*—1-x?<0 -1<0
X € ]—0; 0]
A {x € ]—o0; —1] U [1; +oo[ et x € ]—o0; —1][
x €R

© x € |-, —1[N]—00; —1[ & x € |—00; —1]
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Doncona: f'(x) <0 Vx € ]—oo; —1[

f'(x) < 0six €]—o0;—1[U |- 1——] [ 1| U1; +oo

f'(x)>0six E]—g;\/z—i[

Doncenrésuméona:

7. Dressons le tableau de variation de f.

V2
2
f, (=) — —+ L? . 7 17

[N

8. Soit g la restriction de f sur [1; +oo].
a. Montrer que g est une bijection.

g est continue et strictement décroissante sur [1; +oo[ donc elle réalise une bijection de [1; +oo[ vers
J=eoiz:
2
b. Dressons le tableau de variation de g1

_ A - _ : o 1
Comme g et g~1 ont les mémes variations alors g™ est strictement décroissante sur ]—00; E]'

1 1 14 14
g(6)——6+1+—m——5+§——? g(6)——7
54
G (-3) =5== ! 1 __1__ s
( 3) 9'©  -(tpmem) (tm) —n SS
( _1),< 14) 54
g 3) ~ &3

d. Construisons (Cf) et (Cg-1) dans un méme repere orthonormé.
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