Raisonnement par récurrence TS

......................................... Montrer une égalité .......coviiiiiiiiiiiiiiiiiiiirienanaenas

. . . 3u, +1
Soit (uy,) la suite définie par :  ug =3 et wpq1 = ﬁ pour tout n > 2

Unp

) ) . 2" +2

Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 on a u, = on 9
s . - o 7 2
On considére la suite numérique (v,,) définie sur IN par :  vg = 3 et pour tout n > 0  vpy1 = v,
™~
Démontrer par récurrence que v, = (g) .
................................ Montrer une égalité pour Une SOMIME .......ovveiuriennreennrnennsans
n
Pour tout n > 1, soit S, = Y (2k — 1)2
k=1
n2n—1)2n+1

Démontrer que pour tout n > 1,on a : S, = ( 3)( )
........................................ Montrer une inégalité.........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnrnnnnns
Soit la suite (u,) définie par 4o =0 et pour tout n >0, upt1 = 3u, —2n+3
Démontrer par récurrence que pour tout n € IN, on a : u, > n.
................................. Utiliser les variations d’une fonction...............ciiiiiiiiiiinnn,
On cousidére la suite numérique (u,,) définie sur IN par : g = 3 et pour tout entier . Up41 = Up (2 — uy).

On considére la fonction f : z — x(2 — x).
On admet que cette fonction f est croissante sur [0; 1].

Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u,, < 1.

Exercice 6

2z +1
Soit la fonction f définie sur lintervalle [0; 2] par :  f(z) = :—1

x
Soit la suite (vy,) définie sur N par: wvp=2 et w41 = f(v,) pour tout entier naturel n
On admet les propriétés suivantes : o f est croissante sur Uintervalle [0; 2]

eSize[l; 2]alors f(z)€[l; 2]
Montrer a ’aide d’un raisonnement par récurrence que :
1. Pour tout entier naturel n, 1 < v, < 2.

2. Pour tout entier naturel n, v,41 < vy,.
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Raisonnement par récurrence - Correction TS
......................................... Montrer une égalité........ccviiiiiiiiiiiiiiiniinrnennnnns
Sun+1
Soit (uy) la suite définie par:  us =3 et wpqi1 = Lj—g pour tout n > 2
u
, , , T oy
Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 on a u, = on 9
2" 42
On note P(n) l'égalité a démontrer : u,, = 5n J_r 5
o Inititialisation ( pour n = 2)
D’une part on a : us = 3,
2"+2 2242 6
d, t t = 2 N = = — = 3
autre part pour n ma: 0 =50 =3
donc P(2) est vrai
e Hérédité
Soit un entier n > 2,
. < 2" +2
on suppose que P(n) est vrai c'est-a-dire u,, = STIEY
2n+1 +2
on va montrer que P(n + 1) est vrai c’est-a-dire u,41 = PTEE
On - 320 42) 2" 2 2341)+4 T
_ 2n — 2 S 2(1+43)—4 S oontl 2
2" 12+ 3(2" —2)
 Bup+1 on 9
Unt1 = un + 3 M w4+ 4 Donc P(n + 1) est vrai et
32" +2) +2" —2 T mxd—14
2" +2 T2 243(20 -2
3 (2n — 2) t1 243 ) donc P(n) est héréditaire.
LTI 33X 2" 46427 2 _ 2" x2+2)
o — 2 T2 42+43x2"—6 2(2m x 2-2)

e Conclusion

D’apreés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n > 2.

Exercice 2

7
On considére la suite numérique (v,,) définie sur IN par : vy = 3 et pour tout n >0

on
7

Démontrer par récurrence que v, = (—) .

N

On note P(n) I'égalité a démontrer : v, = (—) .

e Inititialisation ( pour n = 0)

) -0 -6

, 7
D’une part on a : v = 3’
, 7
d’autre part pour n =0 on a : 3

donc P(0) est vrai.

o Hérédité

on
. . . . 7
Soit un entier n > 0, on suppose que P(n) est vrai c’est-a-dire v, = (—)

8

8

8




2n+1

on va montrer que P(n + 1) est vrai c’est-a-dire v, 11 = <—>

8
w72 n
7\ 2 7\ 2" %2 -
) 2 ’ (L = (=
Ona:vpyr =v;, = [(8) ] (8) (8)

Donc P(n + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.

27L+1

e Conclusion

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n > 0.

Exercice 3
n

Pour tout n > 1, soit S, = > (2k — 1)?
k=1

n(2n—1)(2n+1)

Démontrer que pour tout n > 1, on a S,, =

n(2n—1)2n+1)
3

On note P(n) Iégalité a démontrer : S,, =

o Inititialisation ( pour n=1)
D’une part S; =12 =1,

12x1-1)2x1+1) 1x3
3 -3

d’autre part 1 donc P(1) est vrai

o Hérédité

2n —1)(2 1
Soit un entier n > 1, on suppose que P(n) est vrai c’est-a-dire S,, = n(2n )@n + ),

(n+ 1)[2(n+ 1) — 1} [Q(n—i— 1) +1}
3

on va montrer que P(n + 1) est vrai c’est-a-dire Sy, 41 =

(n+1)2n+1)(2n+3)
3

ou Spy1=

Pour pouvoir utiliser ’égalité supposée vraie pour S, il faut trouver une relation entre S, 11 et Si,.

Méthode : La relation est : S, 1 = S, + (2n + 1)%

n+1 n

Eneffet : Spy1= Y (2k—1)2= Y. (2k—1)2 +2(n+1)—1)2=S5,+ (2n+1)2
k=1 k=1
Ona: Sy = Sp+(2n+1)2 Remarque : un calcul rapide permet de vérifier que l'on a

bien : 2n? +5n + 3 = (2n + 3)(n + 1)

n(2n—1)(2n +1) n 3(2n+1)?

3 3
 on(@2n—-1)2n+1)+32n+1)(2n +1)
B 3
(2n+1) [n(Qn -1)+3(2n+1) Donc P(n+ 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.
- 3 e Conclusion
(2n +1)(2n? —n + 6n + 3) . o . )
= 3 D’aprés le principe de raisonnement par récurrence
(2n +1)(2n2 + 5n + 3) P(n) est vrai pour tout n > 1.
N 3

2n+1)2n+3)(n+1)
3




Exercice 4

Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout n > 0, up41 = 3u, — 2n + 3

Démontrer par récurrence que pour tout n € IN, on a : u,, > n.
On note P(n) I'égalité & démontrer : u, > n

e Inititialisation ( pour n = 0)

On a : ug = 0 donc ug > 0.

et donc P(0) est vrai

e Hérédité

Soit un entier n > 0,

on suppose que P(n) est vrai c’est-a-dire u,, > n,

on va montrer que P(n + 1) est vrai c’est-a-dire u,11 > n+1
On a:

Up =N

3u, = 3n Multiplication par un nombre positif, le sens de 'inégalité ne change pas
3up, —2n>n

3up, —2n+3>2n+3

orn+3>n+1

donc 3u, —2n+3>n+1

Donc P(n + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.
e Conclusion

D’apreés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n > 0.

................................. Utiliser les variations d’une fonction........... ..o iiiiiiiiiinennn...
On cousidére la suite numérique (u,,) définie sur IN par : g = 3 et pour tout entier n, Up41 = Up (2 — uy).

On considére la fonction f : z — x(2 — x).
On admet que cette fonction f est croissante sur [0; 1].

Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u, < 1.

e Inititialisation ( pour n = 0)

On a U0:§ donc O<wug<1:

donc P(0) est vrai

e Hérédité

Soit un entier n > 0,

on suppose que P(n) est vrai c¢’est-a~dire 0 < u,, < 1,

on va montrer que P(n + 1) est vrai c’est-a-dire 0 < up+1 < 1.



Ona:0<u, <1

La fonction f est croissante sur [0; 1], donc :  f(0) < f (u,) < f(1)
soit 0 < Upy1 < 1.

Donc P(n + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.

e Conclusion

D’apreés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n > 0.

Exercice 6

20+ 1
Soit la fonction f définie sur Uintervalle [0; 2] par :  f(z) = :—1

x
Soit la suite (v,,) définie sur N par: wv9=2 et wv,41 = f(v,) pour tout entier naturel n.
On admet les propriétés suivantes : e f est croissante sur l'intervalle [0; 2]

eSize[l; 2]alors f(x)€[l; 2.
1. Montrer a I'aide d’un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < v, < 2.

Soit P(n) l'inégalité a démontrer : 1 < v, < 2.

e Inititialisation (pour n =0)
Ona:vg=2doncl<vy<2

et donc P(0) est vrai

e Hérédité

Soit un entier n > 0,

on suppose que P(n) est vrai ¢’est-a~dire 1 < v,, < 2,

on va montrer que P(n + 1) est vrai c’est-a-dire 1 < v,41 < 2.

Ona:1<w, <2

La fonction f est croissante sur [0; 2], donc :  f(1) < f (v,) < f(2)

) 3 5 6
soit 3 < Upy1 < 3 or 1<K 3 et § (Remarque 2= §)
donc 1 < wvpq1 <2

Donc P(n + 1) est vrai et donc P(n) est héréditaire.
e Conclusion
D’apreés le principe de raisonnement par récurrence P(n) est vrai pour tout n > 0.
2. Montrer a 'aide d’un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, v, < vy,.

On note Q(n) 'inégalité a démontrer : v,11 < vp.

e Inititialisation (pour n =0)
Ona:v = flw)=f(2) = 2
et vg =2 donc v; < .
Donc Q(0) est vraie.

e Hérédité

Soit un entier n > 0, on suppose que Q(n) est vrai c’est-a-dire v, 41 < vy,

on va montrer que Q(n + 1) est vrai c’est-a-dire vy42 < Upi1.



Ona:

Un+41 < Un.

vn, € [1; 2] d’apres la question 1.

Unt1 € [1; 2] car vp41 = f(vn) avec v, € [1;2].  (voir propriété de f).
f est croissante sur [0; 2], donc :

f(ng1) < f(vn)

SOit Vpt2 < Unt1

Donc Q(n + 1) est vrai et donc Q(n) est héréditaire.

e Conclusion

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence Q(n) est vrai pour tout n > 0.
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